
1/3/2019 

 

  

משחקים פתורים חלש  

וחזק בתורת 

 המשחקים
 .מגיש: אופק פוליקר

 .מנחה: זהר שפירא

 בית הספר "גלים", כפר גלים.
       



 ~1 ~ 
 

 

 תורת המשחקיםעל : 1פרק 
 

תורת המשחקים היא ענף של המתמטיקה והכלכלה המנתח מצבי עימות או שיתוף פעולה בין 

שונים. למשל, כמו המצבים המתעוררים במשחקי לוח שונים, מקבלי החלטות בעלי רצונות 

בהם כל אחד מהשחקנים רוצה לנצח, ובפעילות כלכלית, בה כל אחד מהעוסקים שואף להגיע 

 )ויקיפדיה(. .שחקנים –לרווח מקסימלי. מצבים כאלו מכונים משחקים, והמשתתפים בהם 

תורת המשחקים היא תיאוריה המשתמשת בכלים מתמטיים שמטרתה לנתח אינטראקציות 

 )מטח(.בין גורמים אשר לכל אחד אינטרסים משלו. 

מהחלטה לגבי  –מהי למעשה תורת המשחקים? זוהי תורה שנוגעת לקבלת החלטות 

ור יאיר פרופס כך פתח את דבריו”, הלימודים שלנו, ועד להקמת עסק, אשר משפיעה על הכלל

תורת המשחקים ולשעבר דיקאן הפקולטה למנהל עסקים בבינתחומי, באירוע חוקר  ,טאומן

 )גיק טיים(. .2012בפברואר  29-בסלונה, שנערך ב  WIZEשל פרויקט

 תורת המשחקים הלא שיתופית

משחק מורכב ממספר שחקנים אשר בפני כל אחד מהם פתוחה קבוצה של פעולות אפשריות. 

מהשחקנים בוחר פעולה, מקבל כל אחד מהם תשלום )התלוי לא רק בפעולה כאשר כל אחד 

 שעשה הוא עצמו, אלא גם בפעולות שעשו כל האחרים(.

במשחק זוג או פרט, למשל, יש שני שחקנים, נאמר הוא והיא. לכל אחד מהם שתי פעולות 

וצאות. אם ( מחברים את הת2או  1. לאחר ששניהם בוחרים מספר )כאמור, 2 -ו 1אפשריות: 

זוגי, הוא זוכה. נשים לב שתועלתו של שחקן -הסכום הוא זוגי, היא זוכה, ואם הסכום הוא אי

 תלויה לא רק בפעולה שהוא בחר אלא גם בפעולה שיריבו )יריבתו( בחר/ה.

אפס כאשר זכייתו של אחד השחקנים בסכום מסוים -משחק עם שני שחקנים נקרא משחק סכום

 י באותו סכום.גוררת את הפסדו של השנ

אפס, נדמיין שני חשודים בשוד בנק שנתפסו במהלך מרדף -כדי לתאר משחק שאיננו סכום

משטרתי. למשטרה אין עדויות שיכולות להפליל את החשודים. מה שברור הוא שהחשודים 

נסעו ברכב גנוב, עבירה שהעונש עליה הוא שנת מאסר. המשטרה מושיבה את החשודים 

י כל אחד מהחשודים עומדות שתי פעולות אפשריות: להודות בשוד או בחדרים נפרדים. בפנ

 להכחיש.
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 :)הכוונה בשנים היא שנים בכלא( נתאר את התוצאות האפשריות בטבלה

 

 חשוד א' מודה מכחיש
 

 חשוד ב'        

 
 שנים 5 ,חופשי

 
 שנים 3 ,שנים 3

 

 
 מודה

 
 שנה ,שנה

 

 
 חופשי ,שנים 5

 

 
 מכחיש

 

החשודים מכחישים, אזי ניתן להרשיעם רק על גניבת רכב )שנה בכלא(. אם חשוד א' אם שני 

מכחיש וחשוד ב' מודה, אזי חשוד ב' מוכרז כעד מדינה והוא יוצא לחופשי, בעוד שחשוד א' 

שנים בכלא. אם שניהם מודים שניהם נאשמים בשוד אבל מקבלים  5מקבל עונש כבד של 

 שנים בכלא(. 3ם שיתפו פעולה עם המשטרה )עונש קל יחסית, המתחשב בכך שה

שוב נשים לב שהעונש שמקבל כל אחד מהחשודים )שחקנים( תלוי לא רק בפעולתו שלו )מודה 

 זה נקרא דילמת האסירים. "משחק"או מכחיש( אלא גם בזו של השחקן השני. 

 

יריבו, הסיבה היא שלכל פעולה של  בדילמת האסירים כדאי לכל אחד מהשחקנים להודות.

אם חשוד ב' מודה, אזי  ,ן יותר מזה הכרוך בהכחשה. לדוגמאהעונש הכרוך בהודאה קט

תחייב אותו בכלא הודאה שלו במעשה  לעומת זאת, .שנים בכלא 5שה של חשוד א' גוררת הכח

חשוד ב' מכחיש, הכחשה של חשוד א' כרוכה בשנה אם  מצד שני,. שנים 3 למשך זמן של

יחה יציאה לחופשי. כלומר, הודאה תמיד יותר כדאית מהכחשה. בכלא ואילו הודאה מבט

, התוצאה יודו שניהםעל הכחשה. אבל אם  השולטתבמקרה כזה נאמר שהודאה היא פעולה 

תהיה שלוש שנים בכלא לכל אחד, בעוד שאילו היו מכחישים שניהם, התוצאה היתה רק שנה 

ושה את הטוב ביותר בעבור עצמו, אחת בכלא לכל אחד. נוצר מצב שבו כל אחד מהשחקנים ע

 אבל התוצאה אינה התוצאה האפשרית הטובה ביותר לשניהם.

-המושג המרכזי שבאמצעותו מנסה תורת המשחקים לנבא את תוצאות המשחקים הוא שיווי

. כאמור, 1994-שזכה על כך בפרס נובל לכלכלה ב John Nashמשקל נאש, הנקרא על שמו של 

ה שבה ינקוט. לצירוף של כמה פעולות )פעולה אחת של כל שחקן(, כל שחקן מחליט על הפעול

נקרא שיווי משקל נאש, אם מתקיימת בו התכונה הבאה: אף אחד מהשחקנים לא ירוויח יותר 

 אם ישנה את דעתו ויבחר בפעולה אחרת )בעוד האחרים אינם משנים את דעתם(.

 

 

וחשוד ב' מכחיש, איננו שיווי משקל. נשים לב שבדילמת האסירים הצירוף שבו חשוד א' מודה 

 -כי אם חשוד ב' יחליף את בחירתו מ'להכחיש' ל'להודות' הוא יוריד את מספר השנים בכלא מ

, ובכך ירוויח. אבל הצירוף שבו שני החשודים מודים הוא שיווי משקל. כל סטייה חד 3 -ל 5

 צדדית )חשוב להדגיש, חד צדדית( של חשוד אחד לא תשפר את מצבו.
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 הגדרות: 2פרק 
 

 הגדרות מתורת המשחקים

 

 משחק סכום אפס

משחק סכום אפס זהו משחק שבו בכל מצב בו שחקן אחד במשחק מרוויח או מפסיד בדיוק 

את אותו הניקוד עם אותם האפשרויות שהשחקן השני יכול להרוויח או להפסיד. כלומר, אם 

נסכום את כל מהלכי ההפסד והניצחון של השחקן הראשון נקבל בדיוק את אותה התוצאה 

 עבור השחקן השני. 

 

הבין מונח זה, נתבונן במשחק "אבן נייר ומספריים". במשחק זה שני שחקנים מוציאים על מנת ל

בו זמנית אחת משלוש אפשרויות "אבן" "נייר" או "מספריים" כך שאבן מנצח מספריים, 

מספריים מנצח נייר ונייר מנצח אבן, אך אין זה חשוב מי מהשחקנים הוציא את האפשרות 

 המנצחת. 

 . משחק סכום אפסלכן מספר האפשרויות והניקוד זהים עבור שני השחקנים. לכן המשחק הוא 

לעומת זאת, אם נקבע כלל בו כאשר שחקן אחד יקבל פי שניים עבור ניצחון עם האפשרות 

 . משחק סכום אפס"אבן" מאשר השחקן השני, האיזון במשחק יופר והמשחק כבר לא יהיה 

 

ולא במשחק הדומה ל"אבן נייר ומספריים" שבו תורות, במשחקי במאמר זה נתעסק אך ורק 

 שני השחקנים מחליטים בו זמנית במה לשחק.

 

 אסטרטגיה/תכסיס 

 של אפשרי מצב בכל לפעול איך לשחקן שמורה פעולה תוכניתאסטרטגיה של שחקן היא 

  .המשחק

השחקנים,  לניצחון של אחד המדוברת היא אסטרטגיה שתובילהאסטרטגיה  במהלך מאמר זה

 או לתוצאת תיקו.
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 משחק מושלם

 קשר ללא ביותר הטובה לתוצאה אותם שתביא באסטרטגיה יינקטו השחקים שני שבו משחק

 תוך, טעויות ללא שמשוחק משחק הוא מושלם משחק אחרות במילים. היריב של למהלכיו

 ומוגדר רצוי סופי מצב לעבר והתכווננות כולו המשחק מהלך על המהלכים של מראש צפייה

 .מראש

 כזה נחשב לעיתים מושלם משחק, תוצאה לאותה שמובילות אפשרויות מספר קיימות אם

 אם לתוצאה ביותר הארוך במסלול או, חיובית היא אם לתוצאה ביותר הקצר במסלול שיבחר

 .שלילית היא

 

 משחקים פתורים חלש וחזק

 

  משחק פתור

המשחקים אותו משחקים מושלם, כלומר משחקים ללא טעויות, שחק שבצב בו שני השחקנים מ

 התוצאה ידועה מראש.

 קיימים שלושה סוגים של משחקים פתורים:

 חלש-משחק פתור אולטרה

חלש הוא משחק שקיימת עבורו הוכחה שהשחקן הראשון ינצח, יפסיד -המשחק פתור אולטר

ם משחקים משחק מושלם. הוכחה או יסיים בתיקו, כבר מהמהלך הראשון, בהינתן ששני הצדדי

זו יכולה להיות הוכחה לא קונסטרוקטיבית, במובן שאינה מציגה את האלגוריתם עבור אותו 

  משחק מושלם. כלומר הוכחה מסוג זה לא מספקת את היכולת להגיע לתוצאה שהיא מבטיחה.

קיים פתרון דוגמה למשחק כזה הוא שחמט, שכן על פי משפט צרמלו, אותו ננסח בפרק הבא, 

 למשחק אך אין באפשרותנו לבדוק מהו.

 משחק פתור חלש

משחק פתור חלש אם קיים אלגוריתם שמבטיח ניצחון לשחקן אחד, או תיקו, מול כל מהלך 

אפשרי של היריב, כבר מתחילת המשחק. למשחקים מסוג זה ניתן לבנות תוכנת מחשב 

דוגמה למשחקים כאלה  נוצח.שתממש את האלגוריתם ובכך תבטיח שהתוכנה לעולם לא ת

 הם ארבע בשורה, שכן בהם קיימת אסטרטגיה שבסופו של דבר תוביל לניצחון.

 משחק פתור חזק

הוא משחק שקיים לו אלגוריתם שיכול לצור משחק חזק במובן החזק ביותר שלו, משחק פתור 

עדיין יש , מושלם מכל שלב במשחק. כלומר גם אם כבר נעשו טעויות בצד אחד או שניהם

דוגמה למשחק כזה הוא המשחק של הגפרורים שכן יש  .אסטרטגיית ניצחון לאחד הצדדים

 אסטרטגיה כללית ללא קשר למצב המשחק, וכן המשחק נים.
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 הגדרות מתורת הגרפים

 

   גרף

 עשויים בקבוצה אובייקטים של קבוצה-תת כל כאשר, אובייקטים של קבוצה של מופשט ייצוג

 .לזה זה מקושרים להיות

 

 עץ

 .לארגן ולהציג מידע באופן היררכי תרשים עץ הוא תרשים המאפשר

השם עץ נובע מדמיונו של תרשים זה לעץ טבעי, שלו יש גזע, ממנו יוצאים ענפים, מהם ענפי 

משנה, וכך הלאה עד לעלים. להבדיל מעץ טבעי, הצומח מלמטה כלפי מעלה, תרשים עץ צומח 

  משמאל לימין )בטקסט אנגלי(, או מימין לשמאל )בטקסט עברי(.מלמעלה כלפי מטה, או 

 וצלעות כך שלכל צלע יש כיוון, לדוגמא בגרף הבא  מקדקודיםבנוי  גרף מכוון

 

 

 1תרשים 

  b. דודקולק aד ודקווהצלע המחברת את שניהם מכוונת מק b -ו aדים ודקוהגרף מורכב מק

. וכן בהתאם נאמר שהצלע a-אם הכיוון של הצלע פונה החוצה מ aד ודקומק יוצאתנאמר שצלע 

 .bאם הכיוון של הצלע פונה אל  b-ל נכנסת

  תרשים שורש מכוון

 ד אחד שנקרא "שורש" שאין צלעות שנכנסות אליו.ודקוהוא גרף מכוון שבו יש ק

  תרשים עץ מכוון

 שנכנסת אליו. בדיוקד שאיננו שורש יש צלע אחת ודקויש שורש יחיד ולכל קהוא תרשים שבו 
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  דודקוערך ק

ערך הקודקוד  ד.ודקודים נוסיף ערך מספרי, ובמקרה זה נכתוב אותו בתוך הקודקולעתים לק

  ניקוד או את אחד השחקנים, הדבר תלוי במשחק. גם מצב לוח במשחק, היותיכול ל

 דוגמא לתרשים עץ מכוון עם ערכים מספריים: 

 

 

 2תרשים 

 

  ד העליון ביותר. ודקוד השורש יסומן אצלנו בתור הקודקונשים לב שק

 

 רמות בעץ

 ההגדרה של רמות בעץ הינה הגדרה אינדוקטיבית.

 ד השורש להיות רמה ראשונה. ודקואת ק נגדיר: 1שלב 

 שנכנסת אליהם צלע שיצאה מהשורש כ"רמה שניה".  הקדקודאת קבוצת  נגדיר :2שלב 

 מוגדרת להיות קבוצת הקדקדים שאליהם נכנסת צלע מרמה 𝑛באופן כללי, רמה : 3שלב 

            𝑛 − 1 . 

 

 לדוגמא:

 מרמה ראשונה. קודקודהוא השורש של הגרף, ולכן הוא  1ד עם ערך ודקוהק 2בתרשים 

שאליהם נכנסת צלע שיצאה מרמה ראשונה ולכן  קדקודיםהינם  5-ו 7עם ערכים  הקדקודים

 והקדקודיםהינם מרמה שלישית  2,6,9עם ערכים  הקדקודיםהם מרמה שניה.  באותו אופן 

 הינם מרמה רביעית. 3,11,4עם ערכים 
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 צביעת גרף 

  הינה התאמת צבע )לבן או שחור( לכל קודקוד. צביעה של קודקודים בגרף

  הינה התאמת צבע )לבן או שחור( לכל צלע בגרף. צביעת צלעות בגרף

 הערה: לעתים הצבעים מסומנים במספרים.

 

 

 גרף אפשרויות 

גרף שבו כל קודקוד מייצג את האפשרויות של כל שחקן בכל תור נתון  –גרף אפשרויות 

 במשחק. 

 דוגמא לגרף כזה נפגוש במשחק הגפרורים ושם נרחיב.

 

 מוסכמה

במהלך מאמר זה הגרפים אותם נצייר יהיו מסודרים לפי רמות מלמעלה למטה כך שהשורש 

והרמות הבאות מתחתיו בהיררכיה. לכן נוותר על  העליון ביותר בגרף הקדקודיהיה תמיד 

 הכיוונים בגרפים מעתה והלאה ונצייר אותם לפי סידור של רמות בתרשימי העץ המכוונים. 

מהלך מאמר זה הינם תרשימי עץ מכוונים ולכן נקצר בכל מקום כל הגרפים אותם נצייר ב

 ונרשום רק "עץ" כאשר הכוונה היא "תרשים עץ מכוון". 

 מושגים

 דקדקולעתים נשתמש בביטוי "צומת" לעומת " - צומת." 

  בעץ שאין לו צלעות היוצאות ממנו. דקודקו –עלה 

 כאשר הכיוון ידוע מההקשר. םקודקודיצלע מכוונת בין שני  - ענף , 

 נאמר כי הצומת  -וצאצא של צומת  אב𝑎  של הצומת אב הוא𝑏 אם מ-𝑎  יוצאת צלע

 . 𝑎  לש צאצאאו  בן הוא  𝑏. נאמר גם כי 𝑏-הנכנסת ל

 .מצאצא שלוהוא צומת בדרגה אחת גבוהה יותר  צומת אבנשים לב כי 

  אחיםשני צמתים היוצאים החולקים אותה צומת אב נקראים. 

 

 הוא צומת אח של צומת אב דוד. 

 

 הוא מערך ענפים המקשר בין צמתים, לאו דווקא בכיוון הענפים מסלול. 
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 פרק 3: משפט צרמלו1

 

, לבן תחיל ושחור משחק שני שחקניםבין  מוכיח כי כל משחק סכום אפס סופי משפט צרמלו

להיגמר באחד שני השחקנים מודיעים למצב המשחק ואין אלמנט של מזל יכול בו , שאחריו

 :משלוש האופציות הבאות

 (לבן) הראשון לשחקן ניצחון המבטיחה אסטרטגיה קיימת 

 (שחור) השני לשחקן ניצחון המבטיחה אסטרטגיה קיימת 

 או בתיקו יסתיים שהמשחק להבטיח יכול כלומר) תיקו לכפות לפחות יכול צד כל 

 (.בניצחונו

 לא קובע איזו מהאפשרויות תתקיים אלא שאחת מהשלוש חייבת להתקיים.המשפט 

 הנכונה האפשרות( פתורים משחקים שניהם) אנגלית ודמקה עיגול איקס שעבור )צריך מקור(ידוע

 איזו ידוע לא שחמט עבור. נכונה הראשונה האפשרות בשורה ארבע עבור. השלישית היא

  .זאת בגלל מספר האפשרויות הרב שמשחק יכול להתרחש נכונה מהאפשרויות

 צביעת צרמלו של עץ 

להחליט איזו  ישנם משחקים שנוכלעל פי משפט צרמלו אחת מאפשרויות חייבת להתקיים, 

 של עץ האפשרויות. צביעת צרמלו מהאפשרויות מתקיימת על ידי

 ינה תהליך רקורסיבי שפועל לפי השלבים הבאים: אפשרויות השל עץ ה צביעת צרמלו

 :1שלב 

ברמה אי זוגית בצבע לבן )אצלנו בתרשימים יצבע  מקודקודיםנצבע את הצלעות שיוצאות  

ברמה זוגית יצבעו  מקודקודיםבאפור על מנת לראותם על גבי הדף( וצלעות שיוצאות 

הם תורות של השחקן הסיבה לכך היא שהתור הראשון השלישי החמישי וכו' בשחור. 

 הלבן. והתורות השני הרביעי השישי וכו' הם תורות של השחור.

 : 2שלב 

מסמל סיום )התור האחרון שמיוצג על ידי הרמה האחרונה בגרף(  אנחנו יודעים כי כל עלה

 לבןהשמייצגים משחק שהסתיים בניצחון של  נצבע את העלים בגרףשל משחק כלשהו. 

שמייצגים משחק שהסתיים בניצחון של השחור  ואת העלים בצבע לבן ראשון()השחקן ה

)אם יהיה משחק ובו אפשרויות להיגמר בתיקו נצבע את העלה  )השחקן השני( בשחור.

 שמסמן אפשרויות אלה באפור(.

 : 3שלב 

אי זוגית( אם יש לה לפחות  רמהכעת נצבע כל קודקוד שמייצג תור של לבן )כלומר צומת מ

 קודקודאותו בן לבן אבל יש לו בן אפור אז באפור, ואם כל הבנים של בן אחד לבן. אם אין 

חור. את אותה הפעולה נעשה לקודקודים שמייצגים תור של שחורים הקודקוד יצבע בש

נצבע את קודקוד שמייצג תור של שחור בשחור אם  שחור )כלומר צומת מדרגה אי זוגית(.

יש לו בן אפור אז באפור, ואם כל הבנים  אם אין בן שחור אבליש לו לפחות בן אחד שחור, 

 של אותו קודקוד שחורים הקודקוד יצבע בלבן. נמשיך בשיטה זו עד שנגיע לשורש.

                                                           
( היה מתמטיקאי שעסק ביסודות המתמטיקה. הוא פיתח את 1953-1871בגרמניה )ארנסט צרמלו חי  1

תורת הקבוצות האקסיומטית יחד עם המתמטיקאי היהודי אברהם הלוי פרנקל )חי בישראל והיה הדיקן 
הראשון של הפקולטה למתמטיקה באוניברסיטה העברית(. צרמלו הוכיח את משפט הסדר הטוב בתורת 

 ניכרת בגדולתה עד היום. מתמטיקההקבוצות ותרומתו ל
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 הצבע שלפיו השורש יצבע נוכל לקבוע את תוצאת המשחק:

  אם השורש נצבע בלבן, הלבן יכול להבטיח ניצחון. זאת משום שבשורש המשחק זהו

 בצבע שלו, ולכן הוא יכול לכפות ניצחון.תורו של הלבן בצומת הצבוע 

  אם השורש נצבע בשחור, השחור יכול להבטיח ניצחון. זאת משום שהלבן משחק

ראשון בצומת שחור, ולכן כל מהלך יביא אותו לצומת שחור. כעת נמצא השחור 

 בצומת שחור ולכן יכול לכפות ניצחון.

 מהפסד. אם השורש נצבע באפור, כל שחקן יכול להימנע בוודאות 

 

 נרחיב את ההסבר:

נהבין כי צלע מסמלת תור של שחקן, וצומת מסמלת אפשרות של משחק. אם לדוגמה לשחקן 

 יש שלושה מהלכים אפשריים לבצע ממצב מסוים )מהלכים שמסומנים בצמתים בגרף(הלבן 

 אז נחלק: 

 

 אם לפחות אחת מהאפשרויות יכולה להוביל לניצחון של הלבן, השחקן הלבן יבחר 

 באפשרות זו. 

 

  אם כל שלוש האפשרויות שחורות משמע כל מהלך שהלבן יבצע יוביל לניצחון של

 השחקן השחור.

 

 Michael  [M]לקריאה נוספת על עצי אפשרויות של משחקים אנחנו מפנים למאמר של 

Kearns  .בנושא 
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 דוגמאות למשחקים שונים: 4פרק 
 

 הגפרורים : משחק1 משחק

 

 חוקי המשחק

גפרורים וכל אחד בתורו לוקח גפרור אחד, שני גפרורים או  𝑛 יש   במשחק שני משתתפים, 

 קח את הגפרור האחרון. שלושה גפרורים. המטרה: לא להיות השחקן שלו

 כזכור, אנחנו מסמנים את השחקנים בלבן ושחור כך שהלבן מתחיל.

קח גפרור אחד וישאיר יוי. ברור כי הלבן יתחיל גפרורים 2נראה את הדוגמה הפשוטה של 

 לשחור להפסיד.

 נציג זאת בגרף האפשרויות. בכל קודקוד מופיע מספר הגפרורים שנשארו בערמה.

הצלעות מסמנות תור מי משחק, אם תור לבן אז בחירתו מופיעה באפור ואם תור שחור בחירתו 

גפרור אחד משמעו שזהו תורו ונשאר  1מופיעה בשחור. כאשר שחקן מגיע לקודקוד עם ערך 

 בערמה ואין לו אפשרות אלא לקחת אותו ולכן הוא מפסיד.

 

 3תרשים 

ניתן לראות בגרף זה כי ללבן יש אסטרטגיה לניצחון אם הוא משאיר גפרור אחד בערמה. 

 כלומר הוא לוקח גפרור אחד ומנצח.

 ירגפרורים וישא 2. גם פה ניתן לראות כי הלבן ייקח גפרורים 3נראה את הדוגמא בה יש 

 . נצייר זאת בגרף אפשרויות:וגורם לו להפסידלשחור את הגפרור האחרון 

 

 4תרשים 

 



 ~11 ~ 
 

ניתן לראות בגרף זה כי ללבן יש אסטרטגיה לניצחון אם הוא משאיר גפרור אחד בערמה. 

 כלומר הוא לוקח שניים ומנצח.

 :, נתבונן בגרף האפשרויותגפרורים 4במקרה בו יש 

 

 5תרשים 

 

גפרורים וישאיר לשחור  3ניתן לראות מהגרף כי לשחקן הלבן יש אסטרטגיית ניצחון: הוא ייקח 

 אחד. 

 

את  חןנבנשאלת השאלה, האם זהו המקרה בכל מספר גפרורים נתון. על מנת לבדוק זאת 

 גפרורים:  5המקרה של 

השחור  אפשרויות: לקחת גפרור אחד, שניים או שלושה. בכל מקרה כזה 3לשחק הלבן יש 

 5ייקח את המספר שיותיר גפרור אחד ולכן בכל מצב הלבן מפסיד. ניתן לראות שדווקא ב

 , לכן לא בכל מספר התחלתי של גפרורים השחקן הלבן ינצח. דגפרורים השחקן הלבן יפסי

 על מנת להבין את הסיבה לכך ואת החוקיות נסביר מה היא צביעת צרמלו.

צרמלו בעץ של ארבעה גפרורים, נתחיל בלצייר את הגרף נסביר את הצביעה על פי משפט 

 של ארבע גפרורים. וכנעשה לעיל נצבע את הצלעות לפי התור של השחקן.
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 6תרשים 

 

כל עלה המייצג ניצחון וכל עלה המייצג ניצחון של השחקן הראשון )הלבן( בלבן. כעת נצבע 

 .ייצבע באפור של השחקן השני )השחור( בשחור. וכל עלה המייצג מצב תיקו

 

 7תרשים 

 

: אם צומת מייצג מצב בו תורו של )שיטתי( כעת נצבע את שאר הצמתים בעץ באופן רקורסיבי

השחקן הלבן, הצומת ייצבע בלבן אם יש לו בן לבן )כלומר אם הלבן יכול לעבור למצב אחר 

הבנים שחורים הצבוע בלבן(. אם אין בן לבן, אבל יש בן אפור, הצומת ייצבע באפור. ואם כל 

הצומת ייצבע בשחור. בדומה, צומת המייצג מצב בו תור השחור לשחק יצבע בשחור אם יש לו 

באופן הזה  באפור אם יש לו בן אפור, ואם כל הבנים לבנים הוא יצבע לבן. -בן שחור, אחרת 

 נצבעים כל הצמתים בעץ מלמעלה למטה )מהעלים לשורש(.

 יה צבועה בלבן כי יש לה בן יחיד והוא לבן:השמאלית תה 2בשלב הראשון, הצומת 
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 8תרשים 

 

 

 יש בן שחור: 3ו 2בשלב השני, בגלל שלכל אחד מהצמתים 

 

 9תרשים 

 יש בן לבן: 4ולבסוף, מכיוון שלצומת 
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 10תרשים 

על פי הצביעה של השורש נוכל לדעת של מי יהיה הניצחון. בדוגמה זו הניצחון יהיה של הלבן 

 לבן. שכן השורש בצבע

כלומר העלים יהיו  5גפרורים אך נשאיר את העלים להיות הבנים של  5נצייר את הגרף של 

 .4ו 2,3

 

 

 

 

 

 

 11תרשים 

 

 כולם צמתים שמובילות לניצחון לכן נוכל לצבוע אותם בשחור.                              4ו 2,3ראינו מקודם ש

 12תרשים 
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 ייצבע בשחור גם הוא. 5הם שחורים הצומת  5הצומת עכשיו מכיוון שכל הבנים של 

 13תרשים 

 

 גפרורים השחקן שיתחיל יפסיד. 5צבועה בשחור כלומר במשחק שבו יש  5קיבלנו שהצומת 

 

 

 גפרורים השחקן השחור מנצח.  5לכן קיבלנו שעבור 

גפרורים למשחק מספיק לשחקן  6נשים לב שקיימת מחזוריות במספר הגפרורים, שכן אם נקח 

הלבן להחזיר את המשחק למקרה שבו הוא מנצח. לכן עליו יהיה לקחת גפרור אחד והוא חוזר 

 גפרורים והוא משחק שני, ולכן יש לו אסטרטגית ניצחון.  5למקרה שבו יש 

 

 פתרון משחק הגפרורים

 י נוכל להוכיח את הטענה הבאה על מספר הגפרורים:באופן כלל

לשחקן הראשון יש אסטרטגיית נצחון  .𝑛הוא במשחק : נניח כי מספר הגפרורים 4.1.1 טענה

𝑚𝑜𝑑4(𝑛)כל עוד  ≠  (.4-)שארית החילוק ב 1

 נוכיח את הטענה הנ"ל באינדוקציה. 

 שני שלבים:הוכחה באינדוקציה כוללת 

 הראשון שמקיים אותה( הוכחת הטענה לאיבר 1

𝑛והוכחה שהטענה נכונה לאיבר  𝑛( הנחה שהטענה נכונה לאיבר 2 + 1 . 

 הוכחה:

 איבר הראשון:                                                                        נראה שהטענה נכונה ל

 𝑚𝑜𝑑4(1) = אלא לקחת את ואכן השחקן השני ינצח מפני שלשחקן הראשון אין אפשרות 1

 הגפרור האחרון.

 𝑚𝑜𝑑4(2) ≠ 1  𝑚𝑜𝑑4(3) ≠ 1 𝑚𝑜𝑑4(4) ≠ וראינו קודם שאלה מצבי ניצחון לשחקן  1

 הראשון.

 קיבלנו שלאברים הראשונים הטענה מתקיימת. 

 .𝑛 מספר גפרורים:נניח שהטענה נכונה ל
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𝑛 -לנוכיח שהטענה נכונה  +  גפרורים במשחק:  4

𝑚𝑜𝑑4(𝑛))אם  = 𝑛קיים זאת יהיה מהאיבר הבא ש 1 + 𝑚𝑜𝑑4(𝑛שכן           4 + 4) =

𝑚𝑜𝑑4(𝑛) + 𝑚𝑜𝑑4(4) = 1 + 0 = 1)  

𝑚𝑜𝑑4(𝑛)נוכיח כי אם  = 𝑥 יכול השחקן להביא את המספר  לאחר תור אחד של היריב

𝑚𝑜𝑑4(𝑚)כך ש  𝑚הגפרורים להיות  = 𝑥 . 

כך ש  𝑛נניח שאנחנו השחקן השחור נגד השחקן הלבן וכרגע מספר הגפרורים הוא 

𝑚𝑜𝑑4(𝑛) = 𝑥  .וכרגע תור השחקן הלבן נסתכל על כל אחת מהאפשרויות של השחקן הלבן 

  גפרורים  3השחקן השחור יכול לקחת  1נניח כי השחקן הלבן לקח גפרור 

  גפרורים  2השחקן השחור יכול לקחת  2נניח כי השחקן הלבן לקח גפרור 

  גפרורים  1חת השחקן השחור יכול לק 3ונניח כי השחקן הלבן לקח גפרור 

𝑛מהאפשרויות הללו מספר הגפרורים יהיה אחרי כל אחת  − 𝑚𝑜𝑑4(𝑛וכעת  4 − 4) =
𝑚𝑜𝑑4(𝑛) − 𝑚𝑜𝑑4(4) = 𝑥 − 0 = 𝑥. 

𝑚𝑜𝑑4(𝑛)אם של היריב יכול השחקן,  מהלכוללא קשר ל = 𝑥  לאחר תור אחד של היריב יכול

𝑚𝑜𝑑4(𝑚)כך ש  𝑚השחקן להביא את המספר הגפרורים להיות  = 𝑥 . 

𝑚𝑜𝑑4(𝑛)כך ש  𝑛קיבלנו שאם מספר הגפרורים הוא  ≠ אם של תורות )סופי אחרי כל מספר  1

𝑚𝑜𝑑4(𝑚)כך ש  𝑚השחקן מודע לאסטרטגיה( של שני השחקנים, יהיה מספר הגפרורים  ≠

גפרורים. בכל אחד מהמצבים הללו יפסיד  4או  2,3. לכן בסופו של דבר יגיע השחקן השני ל1

𝑚𝑜𝑑4(𝑛)וד השחקן השני לכן כל ע ≠     השחקן השני יפסיד, לכן הטענה נכונה. 1

         ∎ 

 

 

. לשחקן הלבן יש אסטרטגיית נצחון 𝑛נניח כי מספר הגפרורים במשחק הוא  :4.1.2 מסקנה

𝑚𝑜𝑑4(𝑛)כל עוד  ≠ (, ולשחק השחור יש אסטרטגיית ניצחון עבור 4-)שארית החילוק ב 1

𝑚𝑜𝑑4(𝑛) = 1 . 

 

שאותם שיקולים ואותה הוכחה מקיימים אסטרטגיית ניצחון עבור השחקן המסקנה נובעת מכך 

 השחור.

 

הצלחנו להראות אסטרטגיית ניצחון מכל שלב במשחק, ולכן נוכל להשתמש בהגדרות בהן 

 .פתור חזקמשחק ההשתמשנו בתחילת המאמר ולהצהיר כי 
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 נים :2 משחק

 

 חוקי המשחק

 שחקן יכול תור שבכל הם המשחק חוקי. גפרורים מספר ערמותמולם ו שחקנים שני משתתפים

ומחויב השחקן  מבין הערימות, אחת מערמה רק אבל רוצה שהוא גפרורים מספר כל לקחת

 .האחרון הגפרור את שלוקח מי הוא במשחק המנצח. לקחת לפחות גפרור אחד

 דוגמה משחק ל

ים וערימה רגפרו 4גפרורים, ערימה של  3: ערימה של מותינשחק את המשחק עם שלוש ער

 גפרורים. 6של 

נסמן את הערימות משמאל לימין. כל מצב של הערימות מסודר מימין והצעד אותו נוקט השחקן 

 באותו תור כתוב משמאל. 

 מהערמה הימנית. 3השחקן הלבן )ראשון( לוקח        3 4 6

 מהערמה האמצעית. 2השחקן השחור )השני( לוקח        3 4 3

 השחקן הלבן לוקח את הערמה הימנית.       3 2 3

 מהערמה השמאלית. 2השחקן השחור לוקח        3 2 0

 מהערמה האמצעית. 1השחקן הלבן לוקח        1 2 0

 השחקן השחור לוקח את הערמה השמאלית.       1 1 0

 השחקן הלבן לוקח את הערמה האמצעית )האחרונה( ומנצח.        0 1 0

המוכרים ביותר בתורת המשחקים, וכמו כל המשחקים שבהם אנו נים הוא אחד המשחקים 

עוסקים משפט צרמלו חל עליו. לכן נוכל להתאים לכל מצב משחק עץ אפשרויות משלו. הבעיה 

היא שבניגוד למשחק הקודם, כאן, לכל צומת יהיה מספר רב של בנים )כמספר הגפרורים( 

(. גבוהים )תלוי במספר הגפרורים הדבר יגרום למספר אפשרויות למשחק להגיע למספרים

. למזלנו לנים יש אפשרויות להתרחש !13 -יש כשכתבנו למעלה, למשחק הדוגמה  למשל,

 אסטרטגית ניצחון וכמו כן הוכחה לכך שהאסטרטגיה פועלת ללא תלות במספר הגפרורים.

  .נים סכוםלפני שנבין את האסטרטגיה נגדיר 
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 נים סכום

 

 נים. /סכוםהגדרות על מנת להגדיר בסופו של דבר חיבורנצטרך להגדיר מספר 

 כתיב בינארי של מספר

כלומר כל ספרה יכולה להיות  10המספרים שאנחנו רגילים להשתמש בהם נכתבים בבסיס 

. 10( וכל מיקום מיצג חזקה שונה של 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9ספרות ) 10 מיוצגת באחת מ

 מיוצג כך: 405,178לדוגמה המספר 

 

 

 10חזקה של 

 

100 

 

101 

 

102 

 

103 

 

104 

 

105 

 

 מספר הפעמים

 

8 

 

7 

 

1 

 

5 

 

0 

 

4 

  

באותה המידה ניתן לרשום מספרים גם בבסיסים אחרים. כדי להבין את במשחק נים בצורה 

 . 2)בסיס בינארי( כלומר, המספרים יכתבו כחזקות של  2יותר טובה נשתמש בבסיס 

. התנאי היחידי הוא שכל חזקה 2ונפרק אותו לחזקות של  43נסתכל על המספר  ,לדוגמה

× 43-כ 43תוכל להופיע פעם אחת לכל היותר, כלומר לא נכתוב את המספר  2של   20 . 

1יראה כך:  43כתיב בינארי של המספר  + 2 + 8 + 32 = 43. 

20כלומר   + 21 + 23 + 25 =  .101011כך:  יכתב בקיצור. המספר 43

 

 

 2חזקה של 

 

20 

 

21 

 

22 

 

23 

 

24 

 

25 

 

 מספר הפעמים

 

 

1 

 

1 

 

0 

 

 

1 

 

0 

 

1 

 

 

נסתכל על המשחק הקודם של נים רק הפעם נכתוב כל אחד מהמספרים בכתיב הבינארי 

 שלו.

 . המספרים שווים בהתאמה. 011 100 110=  3 4 6
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 סכום נים 

בכתיב בינארי אחד  מחושב על ידי כתיבת שני המספריםסכום הנים של מצב משחק מסוים 

( של כל אחת 𝑚𝑜𝑑2)כלומר  2-תחת השני, נסכום את העמודות וניקח את שארית החילוק ב

 מהספרות של המספר שקיבלנו. 

 לדוגמא: 

. נרשום כל אחד מהמספרים בכתיבה בינארי אחד 3-ו 4, 6נים של המספרים נסתכל על סכום 

כתיב הבינארי שלו(. מתחת לקו כתבנו את מעל השני )בסוגריים מצויין מהו המספר ומימין ה

  הסכום של הספרות )לא בכתיב בינארי(: 

110   (6                                                                                                                            )   
100   (4                                     )                                                                                             
011   (3)  

221 

 -ונקבל  𝑚𝑜𝑑2נסתכל כל אחת מהספרות ב

  𝑚𝑜𝑑2(2)𝑚𝑜𝑑2(3)𝑚𝑜𝑑2(1) 001המספר שהתקבל הינו )בכתיב בינארי(.  001כלומר 

× 0) 4בכתיב בינארי הלא זהו  20 + 0 × 21 + 1 × 22 ) 

 כלומר 001הוא  6,4,3של המספרים ⊕,  -לכן סכום הנים, המסומן ב

6 ⊕ 4 ⊕ 3 = 001. 

 

 פתרון משחק נים

הפתרון של משחק נים איננו אינטואיטיבי כמו פתרון משחק הגפרורים, אבל עדיין ישנה 

 אסטרטגיית ניצחון. לשם כך נתעכב על שני מקרים במשחק.

של הערמות כולם הוא אפס, מצב זה יקבע את המנצח  כאשר סכום הנים – 0-סכום נים שווה ל
אסטרטגיה הוא בעל  0השחקן שיקבל את המשחק במצב ובו סכום הנים הוא  של המשחק.

יגיע למצב בו הוא מאפס את סכום הנים לאפס  בכל תור( סכום הניםאת ס מאפ )שבה הוא
 כום הנים וינצח.מוחלט. כלומר, יגיע למצב שהוא לוקח את הערמה האחרונה, יאפס את ס

נראה כי עבור השחקן לפי מה שאמרנו לעיל לגבי סכום נים אפס,  – 0-סכום נים שונה מ
 שונה מאפס ידו על התחתונה ויש ליריבו אסטרטגיית נצחון. שבתורו סכום הנים 

 

היא איפוס סכום הנים. הראשון שמצליח לאפס את סכום אסטרטגיית הניצחון במשחק נים לכן 
את סכום הנים כנגד כל מהלך של השחקן השני ולכן יאפס בסופו של דבר את הנים יאפס 

 הסכום האמיתי של סך הגפרורים, ויגיע לנצחון.
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 הוכחת אסטרטגיית הניצחון 

 

 כדי להוכיח שאסטרטגיה של איפוס סכום הנים אכן עובדת נצטרך להוכיח שתי טענות:

 איפוס סכום הנים  :4.2.1ה טענ

ניתן לאפס את  0הוא לא של סך הגפרורים בערמות חק ובו סכום הנים בכל מצב של המש
 אפס אותו.השחקן יכול ל 0-, מכל מצב ובו סכום הנים שונה מכלומר. ע"י מהלך חוקי הסכום

  לא ניתן לשחק תור ולהשאיר את סכום הנים ללא שינוי :4.2.2טענה 

בכל מצב של המשחק ללא קשר לסכום הנים, השחקן שמבצע את הפעולה חייב לשנות את 
 )בפרט אם סכום הנים הוא אפס(. של סך הערמות ניםהסכום 

אם נוכיח את שתי הטענות האלו האסטרטגיה תוכח. השחקן שיצליח לאפס ראשון את סכום 
ב הפתיחה סכום הנים שונה במילים אחרות, אם במצ .ינצחשל סך הגפרורים בערימות  הנים 

לא תהיה  0-יאפס השחקן הראשון את הסכום. אם במצב הפתיחה סכום הנים שווה ל 0-מ
והשחקן השני יאפס  0-לשחקן הראשון אפשרות אלא לשנות את סכום הנים למספר שונה מ

 את סכום הנים. 

ערימות. אם לכן אסטרטגית הניצחון של השחקן הראשון תלוי אך ורק בסכום הנים של כלל ה
 לשחקן הראשון יש אסטרטגית ניצחון. אחרת, השחקן השני בעל אסטרטגית הניצחון. 0הוא 

 

 

 בלבד. 4.2.2במסגרת מאמר זה נוכיח את טענה 

 : 4.2.2הוכחת טענה 

 נניח בשלילה שהטענה לא נכונה ונסתור את הנחה זו. 

,𝑥1ניקח  𝑥2 … 𝑥𝑖 … 𝑥𝑛  ויהיה מסוים, מצב משחק בלהיות הערמות𝑠  סכום הנים של אותו
= 𝑠משחק כלומר   𝑥1  ⊕ 𝑥2  ⊕  𝑥3  ⊕ … ⊕  𝑥𝑛 נניח שניתן לשנות ערמה אחת ולהשאיר .

,𝑥1סכום הנים אותו הדבר לכן ניקח  𝑥2 … 𝑦𝑖 … 𝑥𝑛 אותו מצב משחק מלבד ערמה  𝑦𝑖  שהייתה
.  במקור ערמה 𝑥𝑖 על פי ההנחה𝑠 יה סכום הנים של ערמות יה𝑥1, 𝑥2 … 𝑦𝑖 … 𝑥𝑛  

𝑠 כלומר  =  𝑥1  ⊕ 𝑥2  ⊕  𝑥3  ⊕ … 𝑦𝑖 … ⊕  𝑥𝑛לאחר השינוי בערימה ה- 𝑖 , 

= 𝑠 לפני השינוי ידוע כי וגם  𝑥1  ⊕ 𝑥2  ⊕  𝑥3  ⊕ … 𝑥𝑖 … ⊕  𝑥𝑛. 
אם  נקבלבמובן של חיסור בין שני מספרים כתובים בכתיב בינארי.  נחסר בין שתי המשוואות

 כך:

0 = 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖  

  -כלומר 
𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 

𝑥𝑖 נשארו בה עדיין 𝑖משוואה זו משמעותה שלאחר המהלך והשינוי בערמה  זאת גפרורים.   
לחוקי המשחק בהם כל שבכל תור מחויב השחקן לקחת לפחות גפרור אחד. לכן, הטענה  בניגוד

 נכונה, לא ניתן לשחק תור ולהשאיר את סכום הנים כמו שהוא.

∎  

 . פתור חזק, נים הינו משחק 2לפי הגדרותינו בפרק 
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 משחקים פתורים חלש: 5פרק 
 

 חלש חזק כיוון שמשחקים הפתורים שפתורים משחקיםבעבודת חקר זו התמקדנו עד כה ב

 לניצחון שתוביל אסטרטגיה יש כי לומר יכולים אנו אין שכן, "מעניינים" פחות יהיו חלש ואולטרה

 ,כלומר .מידי גבוהה מסיבוכיות משחקיםהינם  לרוב כאלו משחקים. מהלכים סדרת אף ולעיתים

קשה למצוא אסטרטגיית  למחשב  אפילולמהלך של משחק כך ש אפשרויות מידי יותר יש

 פתורים חלש. למשחקים דוגמאות יתש ניתןניצחון. 

 קה אנגליתמד

 

 חוקי המשחק

8 בגודל משבצות לוח על המשוחק לוח משחק × ( צבע מכל 12) צבעים בשני אבנים 24 ובו 8

 :הבאה בצורה הלוח על המסודרות

   

 

 14תרשים 

 

 

. היריב בכיוון באלכסון ריקה סמוכה למשבצת מאבניו אחת את להזיז מחויב בתורו שחקן כל

 ריקה משבצת יש היריב של המשבצת ומאחורי( באלכסון) יריב של לאבן סמוכה מונחת אבן אם

 שמעבר הפנוי במקום האבן הנחת ידי על מבוצע דילוג. היריב של אבנו את" לאכול" יכול השחקן

 גם לבצע חובה נוסף דילוג אפשרי הדילוג בתום אם. הלוח מן היריב אבן והסרת היריב לאבן

 כלומר, התנועה כיוון נגד אועם  הרצופים הדילוגים מספר על הגבלה ללא(, תור באותו) אותו

 שקיימת ברגע. לאחר אכילה של אבן אחת של היריב רק אבל לאחור גם דילוגים לבצע אפשר

 מספר בו בכיוון לבחור( חובה לא אך) מותר(, קדימה) שונים בכיוונים דילוגים לבצע האפשרות

 . יותר רב יהיה האכילות

 מסומנת לרוב) "מלךאבן "ל הופכת זו אבן היריב של לצד מגיעה השחקנים אחד של אבן אם

, בין שיבחר כיוון בכל ולאכול אחת משצבת להתקדם רשאי  "מלך"ה(. ערומות אבנים בשני

ים ישרים. למעשה זהו ההבדל המרכזי בין "דמקה אנגלית" לבין "דמקה" ובאלכסון ובין בקו

 המשוחקת לרוב בארץ.
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 חוקים מהלכים לו שאין או נאכלות השחקנים אחד של האבנים כל כאשר מסתיים המשחק

 .מפסיד השחקן אלה יםרבמק, לעשות נוספים

 ולא(, צעד התקדמה לא אבן אף) הלוח גבי על בלבד מלכים נעו רצופים תורות 15 במשך אם

 לאף ניצחון ללא המשחק מסתיים( דילוגים התבצעו לא) הלוח גבי על הכלים מספר השתנה

 .מהצדדים אחד

 המשחק נפתר בצורה חלשה

 מצבים ייתכנו כך על נוסף, אפשריים לוח מצבי 2010  -ל קרוב יש אלו חוקים עם במשחק

 . פתרון דרכי בכמה עצמם על שיחזרו

 מאות השתתפו בו שנה 18 שנמשך מאמץ לאחר, 2007-ב חלשה בצורה נפתר המשחק

 מומשה האופטימלית האסטרטגיה. לתיקו יוביל השחקנים שני של מושלם משחק, מחשבים

 (. [J97],[J91])  ינוק'צ בשם מחשב בתוכנת

 

 המשחק צ'ומפ

 חוקי המשחק

Mמלבני משבצות המשחק משוחק על לוח  × N  כאשר בתחילת המשחק הלוח מלא )מכיל את

Mכל  × N .)נתייחס ללוח זה כאשר המשבצת השמאלית ביותר למטה היא הנקודה  המשבצות

 (2,4)ושאר המשבצות על הלוח מסודרות כמערכת צירים קרטזית. כלומר הנקודה  (1,1)

 נמצאת שניה משמאל ורביעית מלמלטה. 

 אותה. מוחקשעדיין לא נמחקה מהלוח וחר משבצת וכל שחקן בתורו ב

אחת בנוסף למשבצת שבחר, מוחק השחקן גם את כל המשבצות שעדיין לא נמחקו מהלוח וש

הקואורדינטות שלהן גדולות או שוות  מהקואורדינטות של המשבצת שבחר )כלומר כל מ

 משבצת שנמצאת מעל ומימין למשבצת שנבחרה(.

ד אשר אחד השחקנים בוחר במשבצת השמאלית בצורה זו מצטמצם הלוח מתור לתור, ע

  (. השחקן שבחר במשבצת זו מוגדר להיות "המפסיד" במשחק.1,1התחתונה )

 דוגמה למשחק 

3לוח ניתן דוגמא למהלך של משחק על גבי  × 2. 

 :(2,3)ומוחק אותה ביחד עם  (2,2)בתור הראשון השחקן הלבן בוחר את המשבצת 

2,3 2,2 2,1 

1,3 1,2 1,1 

 

 ומוחק אותה: (1,3)בתור השני בוחר השחקן השחור את המשבצת  

  2,1 

1,3 1,2 1,1 

 

 :(2,1)אחר כך בוחר הלבן במשבצת 

 

 
 2,1 

1,2 1,1 
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 ובכך מנצח: (1,2)השחור בוחר ב

1,2 1,1 

 

 .ולהפסיד (1,1)שכן ללבן אין אפשרות אלא לבחור את המשבצת 

1,1 

 

ניתן לראות כי בכל מספר משבצות סופי המשחק חייב להסתיים בניצחון של אחד השחקנים 

 שכן, כל שחקן בתורו חייב לקחת לפחות משבצת אחת. 

 המשחק פתור אולטרה חלש

על פי משפט צרמלו המשחק חייב להיות מוכרע מראש לאחד הצדדים. כלומר לשחקן הראשון 

 או השני )לבן או שחור( יש סדרת מהלכים ותגובות שיוכל ללכת לפיהן וינצח. 

אמנם משפט צרמלו מבטיח כי קיימת אסטרטגיה לאחד הצדדים, אך נראה כי השחקן המתחיל 

 הוא בעל האסטרטגיית ניצחון.

 נזכר בכך שסימנו את השחקן המתחיל בצבע לבן, ואת השחקן השני בצבע שחור.  

 (5.1טענה )

 לשחקן הלבן יש אסטרטגית ניצחון במשחק צ'ומפ.  

 הוכחה

נשים לב שבמשחק צ'ומפ לא ייתכן מצב שבו המשחק נגמר בתיקו, שכן בכל שלב יורדת לפחות 

 משבצת אחת.

𝑀בלוח  ול לכפות ניצחוןשחור יכשחקן הנניח בשלילה שדווקא ה × 𝑁 . יש לו  ,כלומר

אסטרטגיה שמבטיחה ניצחון לכל פעולה של הלבן. בפרט, יש לו תגובה שתבטיח ניצחון 

 למשחק של הלבן שבו הצעד הראשון הוא בחירת המשבצת הימנית העליונה בלוח.

אבל  כעת, אנחנו לא יודעים מה הצעד של השחור יהיה, ומה הוא המשך האסטרטגיה שלו,

  , ונסביר כעת.דאות שהלבן יכול "לגנוב" אותםואנחנו יודעים בו

(, ומכאן והלאה s,t) הבקואורדינטנניח לרגע שהמהלך של השחור מתחיל בבחירת המשבצת 

תגובה הולמת לכל מהלך של הלבן. אז הלבן יכול להתחיל את המשחק בכך שיבחר את 

 . אסטרטגיה המנצחת של השחור(, ומכאן והלאה יפעל על פי ה (s,tההקואורדינט

לכן לא ייתכן כי לשחור יש אסטרטגיית ניצחון ולא יתכן תיקו. לכן ללבן יש אסטרטגיית ניצחון 

1טריויאלי בגודל  לכל לוח שהוא לא × 1.  

∎  
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למרות שלא בדקנו מה אסטרטגיית הניצחון כוללת ראינו כי ניתן לקבוע שלשחקן הלבן יש 

 )לפחות(.  משחק פתור אולטרה חלשאסטרטגיית כזו. לכן זהו 

 

 

 

 : סיכום6פרק 
 

חלק מרכזי  הגדרנו מהו משחק פתור חלש וחזק )וכן פתור אולטרה חלש(.במהלך עבודה זו, 

. משפט צרמלו מבטיח אסטרטגיית משפט צרמלומאוד בתורת המשחקים אותו ראינו הוא 

למעשה לפי משפט צרמלו ניצחון כלשהי לכל משחק סכום אפס ללא כל התערבות מזל, ולכן 

 כל משחק הינו פתור אולטרה חלש לכל הפחות.  

ראינו דוגמאות למשחקים פתורים חזק בעבודה זו התעכבנו בעיקר על משחקים פתורים חזק ו

 חלש ואולטרה חלש, והוכחנו זאת. 

במהלך העבודה למדתי את הקשר של תורת המשחקים מעבר למשחקים בין שני חברים אלא 

גם ראיתי שהשימוש בתורת המשחקים הוא נרחב ביותר. נפתחו בפניי דלתות לתיאוריות 

בתורת המשחקים השיתופית גם כן והדבר עניין אותי מאוד וככל הנראה אמשיך ואתעמק 

   ית והלא שיתופית, בעתיד. בנושאים אלו, תורת המשחקים השיתופ

 יש שבו תחום כל על אותה להשליך ניצן המשחקים תורת של המתמטי צדה שמלבד למדתי

 מזל של אלמנט בו שאין משחק שכל למדתי המתמטיקה ובנושא. שונות אפשרויות בין בחירות

 .היריב לבחירות קשר ללא המנצח ולקביעת לניתוח ניתן

המובאים  מקורותועל משחקים נוספים אנו מפנים ל ותם חקרנומשחקים אהלקריאה נוספת על 

 המובא שם.  [L] התיזהבבליוגרפיה, אך במיוחד למאמר 
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